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Жоспар

Дәрiстiң мақсаты – Тұтқыр серпiмдi сығылмайтын сұйықтықтардың
қозғалысын сипаттайтын ньютондық немесе ньютондық емес
гидродинамика теңдеулерiнiң математикалық моделдерiн тұжырымдау.
Негiзгi сұрақтар:

1 Кошидiң импульс теңдеулер жүйесi
2 Кернеу тензоры. Жылдамдықтың деформация тензоры
3 Эйлер теңдеулер жүйесi математикалық моделдеуi
4 Навье-Стокс теңдеулер жүйесi математикалық моделдеуi
5 Навье-Стокс-Фойгт (Кельвин-Фойгт) теңдеулер жүйесi

математикалық моделдеуi
6 Интегро-дифференциалдық теңдеулер жүйесi математикалық

моделдеуi
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Тарихи шолу

Математиканың ең қарқынды дамып келе жатқан бағыттарының бiрi - сұйық
механикасының әр алуан есептерiн математикалық талдау. Қазiргi кезде математика,
физика, механика, биология және мұнай-газ өнеркәсiбi, медицина, су ресурстары және
тағы да басқа ғылым мен техниканың салаларының дамуы көптеген ньютондық және
ньютондық емес сұйық механикасы процестерiн қатаң жан-жақты математикалық
зерттеудi және идеялық тұрғыдан дамытуды талап етуде. Себебi аталған салаларда
көптеген обьектiлер осындай қасиеттерге ие. Сұйық механикасы туралы ең алғашқы
ғылыми трактаттар бiздiң заманымызға дейiнгi 250 жылдары ежелгi Грекияда пайда
болды. Архимед (287-212 б.з.д.) өзiнiң екi бөлiмнен тұратын "Жүзетiн денелер
туралы"атты шығармасында сұйықта жүзетiн дененiң тепе-теңдiгi сұрақтарын
қарастырған едi. Сұйық қозғалысы туралы "гидродинамика"ғылымының пайда болуы,
сұйық пен газ ағынының қозғалысын өзiндiк тәжiрибелер арқылы зерттеген Л. Да
Винчи (1452-1519), С. Стеван (1548-1620), Г. Галилей (1564-1642), Б. Паскаль
(1588-1651), Э. Торричелли (1608-1647), И. Ньютон (1643-1727) және тағы басқа да
ғалымдардың есiмiмен тiкелей байланысты. Мәселен, 1643 жылы Э. Торричелли
саңылаудан ағып жатқан сұйықтың жылдамдығы саңылау үстiндегi биiктiкке тура
пропорционалдығы туралы формуласын қорықтан едi. Ал, 1653 жылы Б. Паскаль тек
сұйық пен газдардың қозғалысы барысында қысымның тұрақты болуы туралы заңды
тұжырымдады.
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И. Ньютон жанама кернеу мен жылдамдық градиентiнiң сызықты тәуелдiгi жөнiнде
заңын ашты. Алайда, сұйық механикасының ғылыми негiзiн ХVIII ғасырдың ғалымдары
Д. Бернулли (1700-1783), Л. Эйлер (1707-1783), Ж.Л. Даламбер (1717-1783) қалаған
едi. Д. Бернуллидiң көпжылдық ғылыми iзденiстерiнiң нәтижесiнде 1738 жылы жарық
көрген "Гидродинамика"атты монографиясында энергияның сақталу заңының салдары
ретiнде сығылмайтын сұйықтың стационарлық ағысының теңдеуiн жария еттi. Ал Л.
Эйлер 1757 жылы Д. Бернуллидiң нәтижесiн сығылатын сұйық (газдар) үшiн
қорытындылап, сонымен қатар, идеал сұйықтың қозғалыс теңдеуiн тұжырымдаған едi.
Одан кейiн оның жұмысын Ж.Л. Лагранж (1736-1813) жалғастырды. Ж.Л. Даламбер
сұйықтың тепе-теңдiгi мен қозғалысы туралы өзiнiң трактаттарын жазды. А. Навье
(1785-1836) молекулалардың өзара әсерлесуi гипотезасының көмегiмен тұтқыр
сұйықтың қолғалысының теңдеуiн тұжырымдады. Д. Стокс (1819-1903)
аксиоматикалық негiзде тұтқыр сұйықтың қозғалыс теңдеуiн қорытып шығарды. О.
Рейнольдс (1842-1912) тұтқыр сұйықтың қозғалысын зерттей отырып, оның ламинарлы
және турбуленттi ағысы түсiнiгiн енгiздi, сонымен қатар, ламинарлы ағыс түрiнен
турбуленттi ағыс түрiне және керiсiнше қалай жылдам өтуге болатынын көрсеттi. Л.
Больцман (1844-1906) газ немесе сұйық бөлшектерiнiң статистикалық үлестiрiмiн
сипаттайтын заңы арқылы гидродинамика теңдеулерiнiң кинетикалық негiздемесiн
жасады.
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Теңдеудiң тұжырымдалуы

Cұйықтықтың физикалық ерекшелiгiн сипаттау үшiн кеңiстiктiк пен уақыттық
айнымалыларға тәуелдi сұйықтың жылдамдығы мен қысымы қанағаттандыратын
дифференциалдық теңдеулер жүйесiн алды.
Шенелген Ω ⊂ Rd , d = 2, 3 облыста бiртектi емес сығылмайтын сұйықтың [0,T ],T > 0
уақыт аралығында қозғалысы келесi Коши теңдеулер жүйесiмен сипатталады:

∂ (ρu)

∂t
+ divdivdiv (ρu⊗ u) + grad p = divdivdiv σ + ρf, (x, t) ∈ Ω× [0,T ], (1)

divdivdiv u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0,T ], (2)

ρt + divdivdiv(ρ · u) = 0 (3)

мұндағы u(x, t) = (u1(x, t), ..., ud (x, t))− cұйықтың жылдамдық векторы, p(x, t)−
cұйықтың қысымы, f(x, t) = (f1(x, t), ..., fd (x, t))− сұйыққа әсер етушi сыртқы күштердiң
тығыздығы, ρ(x, t)− cұйықтың тығыздығы, σ− кернеу тензорының девиаторы және
tr σ = 0. Ал, divdivdiv σ векторы - ∇ (набло) векторы мен кернеу тензорының девиаторы
арасындағы скаляр көбейтiндi, оның компоненттерi d∑

j=1

∂σ1j

∂xj
,

d∑
j=1

∂σ2j

∂xj
, ...,

d∑
j=1

∂σdj

∂xj

 .
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Кернеу тензорының девиаторын (1)-(3) теңдеулер жүйесiнiң белгiсiздерi арқылы
өрнектеу үшiн кернеу тензорының девиаторы мен деформация тензоры және олардың
уақыт бойынша туындылары арасындағы қатынас қолданылады. Деформация
тензорын ε арқылы белгiлейдi, ал оның компоненттерi келесi өрнекпен анықталады

ε =
(
εij
)d
i,j=1

, εij = εij (u) =
1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
.

Мұндай кернеу тензорының девиаторы мен деформация тензоры және олардың уақыт
бойынша туындылары арасындағы қатынас реологиялық қатынас деп аталады.

Егер кернеу тензорының девиаторы σ ≡ 0 болса, онда идеал сығылмайтын
сұйықтың қозғалысын сипаттайтын Эйлер теңдеулер жүйесi тұжырымдалады

∂ (ρu)

∂t
+ divdivdiv (ρu⊗ u) + grad p = ρf, (x, t) ∈ Ω× [0,T ], (4)

divdivdiv u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0,T ], (5)

ρt + divdivdiv(ρ · u) = 0 (6)
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Алайда, соңғы бiр жарым ғасырдан астам уақытта гидродинамика саласында негiзiнен
ньютондық сұйықтың қозғалысы зерттелiнiп келедi. Ньютондық сұйықтың
қозғалысының реологиялық қатынасы

σ = 2νε (7)

өрнегiмен анықталады, мұндағы ν− тұтқырлықтың кинематикалық коэффициентi.
Кернеу тензорының девиаторы (7) өрнек бойынша мәнiн (1)-(3) теңдеулер жүйесiне
қойғанда

∂ (ρu)

∂t
+ divdivdiv (ρu⊗ u) + grad p = ν∆u+ ρf, (x, t) ∈ Ω× [0,T ], (8)

divdivdiv u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0,T ], (9)

ρt + divdivdiv(ρ · u) = 0 (10)

Навье-Стокс теңдеулер жүйесi қорытылады. Бiрақ, 1971 жылы Павловский жұмысында
[1] әлсiз концентрлi су-полимерлi қоспаларының моделi үшiн кернеу тензорының
девиаторын (7) өрнектiң орнына келесi түрде анықтады

σ = 2νε+ 2κ
∂ε

∂t
, ν > 0, κ > 0, (11)

мұндағы κ−ретардация уақыты немесе деформацияның релаксация уақыты.

Павловский В.А.
К вопросу о теоретическом описании слабых водных растворов полимеров. Докл.
АН СССР. –1971. –№.200(4). –С.809–812.
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Кернеу тензорының девиаторы (11) өрнек бойынша мәнiн (1)-(3) теңдеулер жүйесiне
қойғанда

∂ (ρu)

∂t
+ divdivdiv (ρu⊗ u) + grad p = ν∆u+ κ∆ut + ρf, (x, t) ∈ Ω× [0,T ], (12)

divdivdiv u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0,T ], (13)

ρt + divdivdiv(ρ · u) = 0 (14)

тұтқыр сығылмайтын бiртектi емес сұйықтың релаксациялық қасиеттерiн сипаттайтын
Кельвин-Фойгт (Навье-Стокс-Фойгт) теңдеулер жүйесi тұжырымдалады. Ең алғаш
мұндай теңдеулер жүйесi туралы туралы 1966 жылы Мәскеуде өткен математиктердiң
халықаралық конгрессiнде О.А. Ладыженская баяндамасында [1] айтылып, Навье-Стокс
жүйесiнiң регуляризациясы ретiнде ұсынылды.

Ладыженская О.А.
О некоторых нелинейных задачах теории сплошных сред// Международный
конгресс математиков. Тезисы докладов. — 1966. — С. 560-573. Москва.
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Сөйтiп, Кельвин-Фойгт сұйығының математикалық моделiн негiзге ала отырып,
релаксация уақыты дискреттi үлестiрiлген және кешiгу уақытынан тұратын сызықты
тұтқыр серпiмдi сұйықтың феноменологиялық теориясы қалыптасты. Осындай
қасиеттерге ие L−реттi Кельвин-Фойгт сұйықтығының реологиялық қатынасы келесi
өрнекпен анықталады(

1 +
L∑

k=1

λk
∂k

∂tk

)
σ = 2

(
ν +

L+1∑
k=1

κk
∂k

∂tk

)
ε, λL, µL+1 > 0, L = 1, 2, ..., (15)

мұндағы λk−релаксация уақыты, κk−кешiгу уақыты.
Ендi соңғы өрнектен σ кернеу тензорының девиаторын өрнектеу үшiн оған және ε

деформация тензорына, сондай-ақ, олардың уақыт бойынша туындыларына бастапқы
шарттар қажет. Ол бастапқы шарттар келесi өрнекпен анықталады

∂kε

∂tk

∣∣∣∣∣
t=0

= gk (x), x ∈ Ω, k = 0, ..., L; (16)

∂kσ

∂tk

∣∣∣∣∣
t=0

= hk (x), x ∈ Ω, k = 0, ..., L− 1. (17)

Егер L = 1 жағдайда (15) өрнекке t айнымалысы бойынша Лаплас түрлендiруiн
қолданып және (16), (17) бастапқы шарттарда gk = 0, hk = 0 деп ұйғарсақ, онда кернеу
тензорының девиаторы

σ = 2κ
∂ε

∂t
+ 2νε+ 2β

t∫
0

e−α(t−τ)εdτ, α, β > 0, (18)
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өрнегiмен тұжырымдалады. Егер (18) өрнекте β = 1, α = 1 және e−t функциясының
орнына жалпы түрде K(t) функциясын қарастырып, шыққан нәтиженi (1)-(3) Коши
теңдеулер жүйесiне қойғанда, сәйкесiнше, келесi теңдеулер жүйесi алынады

∂ (ρu)

∂t
+divdivdiv (ρu⊗ u) + grad p =

ν∆u+ κ∆ut +

t∫
0

K(t − τ)∆udτ + ρf, (x, t) ∈ Ω× [0,T ],

(19)

divdivdiv u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0,T ], (20)

ρt + divdivdiv(ρ · u) = 0. (21)

Бұл (19)-(21) теңдеулер жүйесi жоғарыда атап өткендей бiртектi емес ньютондық
емес сұйықтың ағынын сипаттайды. Егер қарастырылып отырған сұйық бiртектi, яғни
тұрақты тығыздықты (ρ = const) болса, онда мұндай сұйықтың қозғалысы ρ = 1 дербес
жағдайда

ut+(u · ∇) u+ gard p =

ν∆u+ κ∆ut +

t∫
0

K(t − τ)∆udτ + f, (x, t) ∈ Ω× [0,T ],
(22)

divdivdiv u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0,T ], (23)

теңдеулер жүйесiмен тұжырымдалады.
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Соңғы (22)-(23) теңдеулер жүйесiн интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт
теңдеулер жүйесi деп атайды. Алайда, Звягин мен Турбин [1] атап өткендей, Кельвин
де, Фойгт те кернеу тензорының девиаторы мен деформация тензоры арасындағы
реологиялық қатынасты немесе тұтқыр серпiмдi сұйық үшiн конститутивтiк теңдеулер
жүйесiн ұсынбаған. "Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесi"деген атауды ғылымға енгiзген
және оны зерттеумен қарқынды түрде айналысқан, О.А. Ладыженская ғылыми
мектебiнiң өкiлi әрi шәкiртi А.П. Осколков едi. Сонымен қатар, (22)-(23) теңдеулер
жүйесiн ең алғаш зерттеп бастаған А.П. Осколков [2] болғандықтан, кейбiр
ғалымдардың ғылыми еңбектерiнде "Осколков теңдеулер жүйесi"деген атау да
кездеседi.

V.G. Zvyagin, M.V. Turbin
The study of initial-boundary value problems for mathematical models of the motion of
Kelvin-Voigt fluids, J. Math. Sci. 168 (2010) 157–308.

Oskolkov AP.
Initial-boundary value problems for equations of motion of Kelvin–Voigt fluids and
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Математиканың cұйық механикасы саласындағы есептердi екi түрге бөлуге болады:
тура және керi есептер. Тура есептер әдетте сыртқы күштер, физикалық
коэффициенттер және басқа да параметрлер сияқты кейбiр деректер берiлген табиғи
немесе өндiрiстiк процестердi модельдеу мәселелерi ретiнде түсiнуге болады. Керi
есептер кез келген қолданбалы тура есептер секiлдi өмiрдегi практикалық қолданыстар
мен қажеттiлiктерден туындайды [1, 2, 3]. Мәселен, керi есептер физикалық
құбылыстарды модельдеумен қатар, физикалық процестiң белгiсiз параметрiн қалпына
келтiру қажетiлiгiнен туындайды. Олар математикадағы ең маңызды iргелi есептердiң
бiрi болып табылады, өйткенi ол тiкелей бақылауға қолжетiмсiз, есептеу мүмкiн емес
белгiсiз параметрлер туралы мәлiметтер бередi.
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